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Examen (DDS)

Exercice N°1 (12 point) (Contrdéle continu)
Le systtme mécanique de la figure ci-dessous est constitué un portique de plancher
infiniment rigide, a une masse (M) est reliée a un ressort de rigidit¢ (k) k¢=5%10* KN/m.
soumis & une force sinusoidale (harmonique) avec une fréquence de 50 HZ et une amplitude
de 40 KN appliquée au niveau du plancher. On mesure un déplacement maximal en téte de
plancher de la colonne de 5mm. Sachant qu’a t=0, x(0) =x (0) = 0. ;
Ki=1.5 x10° N/m.

1- En négligeant I’amortissement, calculer la

Ky M P(t) = Pysin(L.t
fréquence propre fy du systéme. §

2- Ecrire 1’équation du mouvement et déterminer — ~
le déplacement & (t = 3 s).

3- En deuxiéme étape, on décide de placer un
amortissement au sommet du portique ayant
une constante d’amortissement C=10" kg/s,
calculer le déplacement a l'instant (t = 3 s) et
déterminer la force maximale transmise a la

fondation.

Exercice N°2 (08 point)

Le portique ci-dessous est en béton armé dont les caractéristiques sont :
e Le module de Young E = 3 104 Mpa.
e Lamasse de [’étage est M =4 t.

e La hauteur d’étage esth =4 m. Fit)
e Les poteaux sont de sections carrées : 30 x 30 cm. Y

1. Déterminer I’équation différentielle du mouvement

de systéme équivalent.
2. Déterminer la matrice de masse et de rigidité.

o

Déterminer la matrice modale.
4. Calculer les valeurs généralisées, en supposant que

i
i
1

x”“‘ N
N

““gl Oy
AW

le chargement constant soudainement appliqué au
deuxiéme étage F(t) = {0, 555} N sans tenir compte

de I’amortissement (£=0). S
AW
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1- @ystémes libre non amorties : a3 & 5 Sl aliad
x(t) = — sm(wt) + xgcos(wt)
2- Systemes libre amorties : tada & (Spalip ol
e  Systéme sur amorti X (t) = (C:e9st + C.est) edwt
o  Systéme & amortissement critique X(t) = (Xo + (wXo + Xo)L)e ©*
o  Systeme sous amorti X(t) = (Asin(wat) + Bcos(wat)) grsut

3- Systémes non amortis a une force harmonique :
dpa B g8 ) iy seda i Salind pliad
xn(t) = Blsin(wt) + B2cos(wt)
Fo

Xp t)—m 7o (w) —;Sin(wt)
x(t) = xn(t) + xp(t) x(t)=Blsin(wt)+Bzcos(wt)+— —ﬁsm(wt)
sty E ° —_ I_(. . — }_ S 2—1-[.
. B—w,W\[;,Tf "
o Ast=Fyk
® FAD = '1—52’\

® 1xmax| = Agt. FAD
® Ftrmax| = Fo. FAD
4- Systémes amortie 2 une excitation harmonique :

A 598 ) iy dedie el pliad
1

x(t) = e[ Bysin(wat) + B2cos(wat)[+ = . sin(wt + @)
“a|(1-p2) +Ep)?
:E‘ﬁ
i

e |Ftrmax|= Fy. —
| 1= Fo e
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Correction typique d’examen (DDS)
Solution exercice N°1: (12 point)

M=? ; kg=5x10" KN/m = 0.5x10° N/m; k;=1.5 x10°N/m A;q m

1- Calculer la fréquence propre f; du systéme. %M F(t) = Fosin(wt)
Ce systtme mécanique peut étre modélisé par un systétme e S
dynamique équivalent simple de la maniére suivante : R X

e En peut étre exprimée par :
keqg =ko+ ki +2k; =05%x10° + 1.5 x105+ 2% 1.5 +10° = 5% 10°N/m
Ainsi, le systéme dynamique équivalent au systéme mécanique étudié est illustré sur la figure |
suivante :
e La pulsation de I’excitation est donnée par :
wW=2nf=2n x50=314.16 rad/s
e Le déplacement statique est : o
Ast = Fy(Py)lkeq= 4x10" / 5x10° = 0. 008 m\ 05 )
e Le déplacement maximal de la masse est donne par:

1 [Xmax|
X = Ast. FAD = Ast. = Ast. = Zmax 5 = — X
’ maxl ‘ 2[ !1 ( )2‘ ‘1 ( )2! Ast 1_(5)2 Ast
D’ou:
314.16
WE — ;W= = 194.833 rad/s.
Ast 1+M
[Xmax| S 0,005
o Le facteur d’amplification dynamique est exprimé par :
1 B _w_ 31416 _ .
FAD = 11—32 = = 191693 1.61;
Et enfin :
w 194.833
AT

2- L’équation horaire du mouvement
Il s’agit d’un systéme a 1 DDLD € = 0 et F(t) = 40 sin(50t)KN ) = 0.
L’¢quation de mouvement est : mx'(t) + kx(t) = F(t)

X3

8

X3

*¢

% La solution générale est donnée par
x(t):B1Sin(wt)+Bzcos(wt)+—

= BZ sin(wt).

e Lavitesse se déduit par dérivation de cette equatlon
X (t) = Biwcos(wt) - Bzwsm(wt)+ wcos(wt) (

k' 1- [32
D’apres les conditions initiales : & t=0, x(0) = x (0)=0.
x(0)=0=>B2=0,

B =— 40000 1
keq 1-p2 5x10° " 1-1.612

x 1.61 = 0.008.

%(0)=0= Bl = k—;_ﬁz

Fo 1 40000
=i = =, = ; = 5
4=3 1-p2  5x106 "1- 1612 1050, ,

D’ou, I’équation horaire est : x(t) = 0.008 Sm(194 833t) 0.0050sin(194.833t).
Le déplacement a t=3s est : x(3) = 0.008 Sln(194 833(3)) - 0.0050sin(194. 833(3)) -

Le déplacement a t=3s est : x(3) = -2.3 10° m.
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(06 P) 3- Déterminer la force maximale transmise a la fondation.

Fity = Fosin{mt)

% Il s’agit d’un systetme & 1 DDLD € # 0 et
F(t) = 40 sin(50t)KN ) # 0.
+ L’équation de mouvement est :
mx’(t) + cx (t) + kx(t) = F(t)
% La solution générale est donnée par: "

x(t) = e<wt[Bisin(wat) + B2cos(wat)]+ 2 1

Kea (- g2) 4 c2ep)?
La vitesse instantanée est donnée par :

x (t) = e<9t[- (Biwa+B28w)sin(wadt) +(B2wa- Bi§w)cos(wat)]+
Fo 1-p?

fed J(1-p2) g2

Les constantes B; et B, sont déterminés a partir des conditions initiales :

sin(wt + @)

w cos (@t + @).

Fo 1- BZ .
e x(0)=0= By . sin(¢)
4 [(1-B2)"+(2Ep)2

Fo 1- p?

il @ cos ().
eq |(1-82) +(25p)2

En déduisant sin(¢) et cos(¢), on trouve :

e x(0)=0>= Biwd- B2{w +

x(0)=0= Byt . 2L =0 ;

fea J(1-p2) +(288)2

_np2
x(O):O:B1wd—Bsz+%° — ) =0;
€ |(1- p2)*+(2Ep)?
D’ou:
0. ;
B,—_ Fo 2§/3 _ 4001006 _ 2><Z 195 x 1.61 —_19810-3
Keq (1-p2)"+(288)2 5x10°% (1-1612)"+(2x0.195 x 1.61)2
Fo [252ﬂ+(1—32)ﬁ] ®
Bi= - — |————|—
Keq L(1-p2) +(28p)%1 ©a
2 _ 2
_ 400006 [2><0.195 ><12.61+(1 1.61 )><1.61] 194833 _ 14 63 10-3
5x10° | (1-1.612)"+(2 x 0,195 x 1.61)2 ] 191.09

; k k k 5106
Lamasse desysttme: w= [ = @’="2m=—"S=—-=131.71kg @
m m ) (194.833)? e

C ¢ 10%
el =0.195
Cor 2mo  2x131.71x194.833

La pulsation amortie : wi=wy1 — §=194.833V1 — 0.1952=191. 09 rad/s

La fraction d’amortissement : Eor

288
1-p2

2x0.195x1.61
1-1.612

L’angle de phase : @ =arctg( ) =arctg ( )=-0.39

1-p?
(1-p2)*+(288)?
x(3) = e3%3 [0.01163 sin(191. 09 x 3) - 3 x 10%c0s(191. 09 x 3)] + 0. 165sin(314.16
x3-0.39)

x(t) = e<ot[Bisin(wat) + B2cos(wat)]+ .

sin(wt + @)
Keg
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Ce qui donne, aprés arrangement des équations, ou bien sous forme matricielle :

Module : RDM 111
Durée : 2h 08 Juin 2022

Force transmise a la fondation :

2 2
J1+(2EB) = 40x103 J1+(2x 0195 x 1.61) /2

IFtrmax| = Fo. 2 2
(1-p2) +(288)2 \ﬁ1 -1.612)"+(2 x 0.195 x 1.61)2
=23.27 X 103N e

Solution exercice N°2: (08 point)

1 MPa = 10° Pa=10° N/m’.
1 T=10"kg.

1- Déterminer I’équation différentielle du mouvement de systéme

équivalent.

a- Le modele équivalent de systeme a étudice :

On suppose que les masses(m) deux est concentrées au centre de gravité du
plancher, ainsi le déplacement des 2 planchers, sera caractérisé par le déplacement
(X) de son centre de gravité qui représente 2 degré de liberté, donc comportant 2
masses concentrées.

Selon la 2°™ loi de Newton en dynamique on trouve :

e Considérons la masse (m;) avec le déplacement (x;) et
appliquons la relation fondamentale de la dynamique : .. S . 0.25
/ mixXq + (k1+ kz) Xi~ Ko Xo =, ossesunesvansonssses eq n°l. maxy )
s Considérons la masse (m;) avec le déplacement (x3) et ’
appliquons la relation fondamentale de la dynamique : ko (xy — xy)
mzxz -koxp + Ko X0 —ifi . eeemsmiina s s somsions €q n°2.

my 0] (X (ky + k) —ka] X1y _ (0
0 el [ el =)
Cette équation peut s’écrire sous la forme :
[m]{x'} + [k]{x} = {0}
2- Déterminer la matrice de masse et de rigidité™"
a- Matrice de masse :
Pour cette structure, la matrice de masse est diagonale et d’ordre 2x2
m;=1,IM = 1,1x 4= 4.4 t = 4400 Kg, et my=1M = Ix4=41=4000 Kg.
_[my 0] _ 14400 0
[m]= [ 0 mZ] - [ 0 4000] Kg. (025 )
b- Matrice de rigidité :
On voit bien que lorsqu'on mz.—-l* kgq = —ka
impose un déplacement unitaire K2 M
de deux (2) DDLD, on obtient les 1 .
éléments de la colonne 1 de la  mit "M—‘”‘f*_’”ﬁ" kyy = Ky + Ko
matrice de rigidité, ainsi, la forme K1 4
de la matrice [k] pour cette
structure est :

12EI

= % _ 4
_ 12 *3% 10%9%0.000675 _ 6 N
ky =4 = T ; ki=11.41+10°— )
= . 12%3%10'0x0.000675 TS N
° kZ - 4‘ * (1_1h)3 9 kZ - 4‘ * (4)3 5 k2 e 15, 19 * 10 ;.
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k] = [llin klz] _ [(/q + k) —kz] _ [ 26.6  —15. 19] 106 V.
29 kzz "kz kz —-15.19 15.19 m .
(3.5P) 3- Déterminer la matrice modale.
a- Pulsations propres :
- ) . [[m] — w?[k]| =0
_ m =
Ao e S - T F RESR N B
Les valeurs propres sont les racines de cette matrice :
‘[26.6*106—0)24.4*103 —-15.19 = 10° ” = T
—~15.19 = 10° 15.19 * 10° — v?4 = 103 ’

(26.6 * 10° — ©?4400) * (15.19 * 10° — ©*4000) — (15.19  10°)?| = 0;

[17.6 * 10%0* — 173.236 « 10%0* + 173.32 x 10'? | = 0;

Pour trouver les racines de cette équation, on pose : @w? =4 ; w'= (w2)*=(A)% et on aura une
¢quation d’ordre 2 :

17.6 10522 — 173.236 * 10°2 + 173.32 1012 =0
Donc les racines sont :

A= b% — 4ac = (— 173.236 * 10%)? — 4(17.6 x 10°)(173.32 » 10*2) = 17,82 » 102 ;

A= 17,82 1012 > 0 ;V/A=+/17,82 * 1012 = 1.33 » 1011,

—-b— * - * 12
. dp= bza«/Z _ 173236 1(;(:1/)17,82 10 ; A, = 1142.89
_ 102 1012
. A= b2+ax/Z _ 173236 1(;;«1/)17,82 10 ; A, = 8711.08
w2 =1 Jw=+Va

Dont les racines sont :
e /2, =Vi142.89 = w = 33.80"%.

e« /7, =+8711.08 = w =93.33%,
Dont les racines sont :

w, = 33.80%%¢ < @, =93.33%
S S

b- Vecteurs propres (modes propres) : =
Les vecteurs propres sont déduits a partir de : [[k] - wi 2[m]] {4} = {0}.

« Pourw, = 33.80°%, (41} = {1}

[[K] — w1 2[m]] {A'} = {0}

26.6 —15.19 6 244 0 3{1}_ 0
> 2530 Ts10)7 1000t =100l 1= {o}
= 26.6*10°—5.026 *10% = 15.19 * 10° y,
Alors, Te premier vecteur propre est :

A= {yll}z {1.12} |

Ce mode de vibration peut étre illustré graphiquement :
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1
Y2)

Pour w, = 93. 33Eﬂ {A?} =

{

[[k]—w22[£]6{A2}:1{50i9 44 0
:"[—-15'.19 —15.i9] =100 - w3 [ 4]

= 26.6*106—38.32*106:15.19*

> y,=—-0.77

Alors, le deuxiéme vecteur propre
1 1
2\ =
A% = {}’z} { 0. 77} .
Ce mode de vibration peut €tre ilTustre graphiquement :

1
1.42

1

[A]=[AD A2 =| g

|

Calcul des valeurs généralisées

1,5P

a- Masses généralisées : Mi= {AV}T[m] {A"}
o M={1, 1'42}[4:4:)*110; 4 *O%)os] {1{1%} =12.46+10%kg

* M=, '0'77}[ 0 4 103] {_0.77}76.7710% ke

b- Coefficients de rigidité généralisés : Ki= {A"T[k] {49}
o Ki={1, 1.42}[_712'_29 "11;'1199] + 106 {1;2} = 14.07 * 105 N/m

o« K (1,-0773] 2%, ‘11;'1199] <10¢{_!_}=58.98 = 60+ 10° Nim

c- Charge généralisée :
o Pi={1, 142}{555} 788.1 N
e P,={1, 077}{555}—-427.35N
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1

Y2
10° y,

0
0

| O

-

Pi(t) = {AV}T{F(t)}
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