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Exumen (DDS)
Exercice Nol (12 point) (Contrdle continu)

Le systeme mdcanique de la figure ci-dessous est constitue un portique de plancher

infinimenr rigide, a une masse (M) est relide d un ressort de rigiditd (k) k0:5x102 KNim,

soumis d une force sinusoidale (harmonique) avec une lidquence de 50 HZ et une amplitude

de 40 KN appliqu6e au niveau du plancher. On mesure un d6placement maximal en tdte de

plancher de la colonne de 5mm. Sachant qu'd t:0, x(0) : r (0) : 0. ;

Kr:l.5 "106 N/m.

1- En n6gligeant 1'amortissement, calculer la

frdquence propre fe du systdme,

2- Ecrire l'6quation du mouvement et d6terminer

le deplacement d (t: 3 s).

3' En deuxidme 6tape, on d6cide de placer un

amortissement au sommet du portique ayant

une constante d'amortissement C:104 kg/s,

calculer le ddplacement ir I'instant (t : 3 s) et

ddterminer la fbrce maximale transmise d la
fondation.

,* Xjq*
,lL+lll

Exercice No2 (08 point)
Le portique ci-dessous est en bdton arm6 dont les caractdristiques sont :

. Le module de Young E: 3 104 Mpa.

. Lamasse de l'6tage est M:4 t.

o Lahauteur d'6tage est h:4 m. fftl
o Les poteaux sont de sections carr6es : 30 x 30 cm.

D6terminer l'6quation diffdrentielle du mouvement

de systdme dquivalent.

Ddterminer la matrice de masse et de rigiclitd.

Ddterminer la matrice modale.

Calculer les valeurs g6ndra1is6es, en supposant que

le chargement constant soudainement appliqu6 au

deuxidme 6tage F(t) : {0, 555} N sans tenir compte

de 1'amortissement ((:0).
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1- Systimes libre non amorties ; lai'c JP ts o$L!l pL2li

X^
x(t)= f sin(tot) + x6cos(tot)

(l)

2- Systimes libre amorties : Lai-' Js ss+il+l tL2lj

o Systeme sur amorti x (t) - (cre'rt * cre-@st) e'{'t
o Slrstdme ir auqilisqqrns[Llugque x(t) : (ro + (axo + xo)t)e-@t

o Systdme sous amorti x(t) - (Asin(atat) * Bcos(aat)) e'{'t

3- Systdmes non amortis ir une force harmonique :

q;.;Y sJl e.bl* '^r. -F o*rt-i;r PU'ai

xh(t): Bstn(afi) + Bzcos(at)

xolt) = + -+-sin(at)' mu' t-t;l-

x(t) : x nQ) -r x p(t) x (t): B s tn(a t)+ B z c o s ( a q++' ft s i'n1a t1

P:Z ; w=

Ast ='Fo/k

FAD:t#l
lx*o*l: L,st. F AD

Ft ^o*l: Fo. FAD

Systimes amortie i une excitation harmonique :

as !-el Jt ,.:i. ro-ii 
-J+Al-iJJ 

rLiri

lKtznl-: l=-:=-
rJm I 0)

a

a

O

a

4-

x(t) : s-(atlB$tn(utat) + Bzcos(aat)l+ J9- sin(ot + tp)I kes 
lU - Fz)z +rx,F>z

t trr:*

E: arctgt#l
lFtrmaxl:rtm

a

a

aa: ov,lt - (2
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-t3+ .* /4a

_*m;

M=? ; h:5r102 KN/m: 0.5x106 N/m; k1:1.5 xl0Wm , k_._ m \*'''5,
, 1- calculer la {r6quence p.ropre foju sy$[!nne. i'-4iliiir-f; rpifffiinial

Correction tvoique d'examen (DDSI
Solution exercice Nol: (12 point)

ce systdme mdcanique peut dtre modelisd par un systdme [ &l#*t
dynamique dquivalent simple de la manidre suivante : . , ..' 

1

"T

o En peut €tre exprim6e par : tt
kuq=ko+h+2h =0.5x106 +1.S *106+2x1..5 *106=5* L06N/m ( O,S )

Ainsi,le systdme dynamique 6quivalent au systdme mdcanique 6tudid est illustrd ,uriu f,g*e.#
suivanle :

a

a = Znf :Zrt x 59 : 314.16 radtra;-
Le ddplacement statique esr : Y]72---=r
Ast : F4(Pa)/krq: 4x704 / 5xl16: 0.008 m ( O,S ;
Le ddplacement maximal de la masse est donne ffi
ix-o*l: Asr. FAD: a^st.1fil: Asr, ,#f , = l;rhl=ffi
D'oi:

374.16

[ -9i9!
{ - ' o,oos

- re4.B33 rad/s aG)

1 lx-r" I
J-

r-(:)2 a.t

)+0.m

;0) =

. La vitesse se d6duit par derivation de cette dquation : ^i (t): Bracos(@t) - Bzaxt"(rt):? ig-ros(ot) (}]*
D'aprds les conditions initiales : d t:0, x(0) : x (0) : 0.x(0)=0+82:oail)
f,(0)=0+BI :-&."'=2:-F, 1o 4oooo 1 -

G l-pr;: - G'1-p, 
p = - * rou ,-rr3 x1,.61,: 0.008. 

A*)

o Le facteur d'amplilication dynamique est exprimd par :

FAD:,fii:;fo:0.52 : et B::= ##*= t.6r ;

Et enfin :

- (t) 1g4.A3?fo=# =#:31 HZ ( o,t )
2- L'6quation horaire du mouWnt:
* Il s'agit d'un systdme d 1 DDLD C = 0 et F(t) = 40 sin(S0t)KN
t' L'dquation de mouvement est : mi'(t) + kx(t) : F(,)a;-

n La solution g6n6rale est donnde par :

x(t): B s in(a t)+ B z c os(ar r)+f . I U 
s into t).

7 _ 4oooo _+:_o.ooso. (;i)r-Bz sx1o6'1-1.( 
\_k*

)A=

D'oir, I'dquation horaire esr : x(t) : 0.008 stn(r94.933t) - 0.0050sin(l 94,g33t),( o,zs )
Le ddOlaCement a t:is est ' yf?) : O OOR <in(1O1. R??/1\\ n nn<^-i- rrnn o-,"'rr,\'*,**lLe ddplacement d t:3s est : x(3) : 0.008 sin(194.833(3)) - 0.0050sin119a.g33(:ft

,FO

k

Le ddplacement d t:3s est : x(3) : -2.310I m.
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3- D6terminer la force maximale @n.

n Il s'agit d'un systdme d 1 DDLD C + O et

F(t) = 40 sin(S0t)KN ) + 0.
t L'6quation de mouvement est :

mi'(t) + ci (t) + kx(t): F(t)
* La solution gdn6rale est donnde

x(t) = s'(atlB.atr.(ooat) * Bzcos(utat)l+ ff
La vitesse instantan6e est donnee par :

x (t) = e'tut7- (Braa+Bz(a)stnQ,tat) +(Bzaa- B:..rruo)cos(ruoat)l+

u 
"n ,i (, - pz)z +1zqB1z

a cos (at + q).

Les constantes Br et 82 sont ddtermin6s d partir des conditions initiales :

Fs 1- pz. x(0) = 0 + Bz+ jL ---:: sin(tP)
^eq ltt n?\L Lt)ta\2(t - pz)z +121p12

,(0)= O+B*ta-nrlr,o+? 1- p2 o cos (cp).
u rn 

^lG - pz)z +1zqp1z

En ddduisant stn(p) et cos(E), on trouve :

r(0)= O+Bz+] 2\p

2x0.195x1.67

+oooo [2x0.1952x1.61+(t - t.otz 1x1..ot
----------------

5 x 106 l_$ - t.otz1z +(z x 0.1eS x L.6L)z ]m=rt.63 1o-3 e

{,r

$l
s

ar;)

f{tl = Pntlnr*, ,

*-+

".'" 
\''\ ! 

"' 
"

sin(at + q)

ir-,

Iq L-pz

La masse de systdme : 0) =

La fiaction d'amortissement :

La pulsation amortie :

L'angle de phase :

(r - r.or z)'+(2 x 0.1e5 x r,6r)2

2 kea --- _ k"q _ 5 t06
= (r), ---''r 3m=-:--131.71k9

m az 1ts+.4::;2

- c"q_c"q _ loa n(.!'- =0.195C", 2mtrl 2 x13l,71x 194.833

.o= ,'[L - *= 1,94.833"1T-:-0.199:191. 09 rad/s

q - q.rcts(#) --ctrcts eW)= -0.3e

--1.98 L0-3 @

x(t) - s-tatlB$tn(ruoat) i Bzcos(aat)l+ ff sin(at * <p)

x(3) = s'38x3 [0.01163 sin(1.9L.09x3) - 3 x 10':cos(191.09x3)] + 0. 165stn(31,4.16

x3-0.39)

r-p2

eaGe
.G)

*'=iq*
.ILIJ}I ,

i4.i*ii#st"fl

o-p2*(0)= O-Btr;,a-Ar{sa+?
Keq (r - pz)z +121P12

D'oir:
D F6 2\p 40000Dz-- G.OW+*W -- s.10.

B,= - & lzftr'-82)Pf '' k ee tO - p* *rzwrl ^,

keQ

m
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t,;* # F4*
-rutfl I lii

lll=l=.lJl_, {'
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lFtr*o*l = Fo' "tq;Q\oP /Z:40x103
(t - pz)z +(21fi2

:23.27 x 103 N

Solution exercice No2: (08 Point)

I MPa: 106 Pa: 106 N/m2.

I T: 103 kg.
1- D6terminer I,6quation diff6rentielle du mouvement de sYstime

6quivalent.
a- Le moddle dquivalent de systdme a etudide :

On suppose que les masses(m) deux est concentrdes au centre de gravitd du

plancher, ainsi le d6placement des 2 planchers, sera caract6risd par le d6placement

(X) de son centre de gravit6 qui repr6sente 2 degrd de libert6, donc comportant2
masses concentrdes.
Selon la2d^" loi de Newton en dynamique on trouve , 

.,

o Considdrons la masse (m1) avec le ddplacement (x1) et

appliquons la relation fondamentale de la dynarnique : &rxr
( O,ZS ) -,i, + (k1+ kz) xr -kzxz=0....... .... eq nol. {*-
*W 

Considdrons la masse (m2) avec le d6placement (x2) et

appliquons la relation fondamentale de la dynamique :

(0'25 
^,) ^r*', 

- kzxr *l<zxz=0...... .... eq no2.

THHri clonne. aprds arangement des dquations, ou bien sous tbrme matricielle :

lmt 0 I (r;) , l-(kr + k) -k2l Sxrl - (01

L o ^rl\*,J* | -kz k, )\x2l - toj'

k1

k1

k2

=4* lf, +J* fQ10xQ.Q00675

(4.4)3

Kgm

kr = 17.41* 106 L

, bh3 (0,3)4

72 72
0,00067s -- G)

1ilru x 106 
g.12 *3r 1010*0.000675

,l-L+A;olrirT,6rY

(t - r.orz12

Cette 6quation peut s'6crire sous la forme : ,,-----\
lmlli')*[k]{x}:{0} (0,2s )

0=59 I 
' ')- 

bdterminer la matrice de masse et de risiditd#
a- Matrice de tnasse :

Pour cette structure, la matrice de masse est diagonale et d'ordre 2x2

mr:l,1M : 1,1x 4: 4,4 t: 4400 Kg, et mu:lM : lx 4: 4 t : 4000 Kg.

,--,_\ffi, 0l_l44OO 0 Ilml:Lo *r)--l o 4oool
b- Matrice de rigidit6 :

On voit bien que lorsqu'on
impose un d6placement unitaire
de deux (2) DDLD, on obtient les

el6ments de la colonne i de la
matrice de rigidite, ainsi, la fbrme
de la matrice tk] pour cette
structure est :

. 1,281
_A-t_

(1.1h)3

. 12El
=4*2i kr=4x

(1 rn;" - - (4)3
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m
L= b2 - 4ac - (- 173.236 * l}e)2 - 4(1.7.6 x

L=L7,82*1.}r220;fi=

-A-^,6 173.236*roe -^ti,un@=' 2(-"1) '
_ tlz.z3o*toe +,[ti,ez,1ron .

2(-r) )

m
@
ft1;)

a

a

= L7,BZ * L072 ,

. lL=

. Az=

2a

-a+.rrl

(r)2=1,+tfaT=tc

ll .ro,lH] ={B}
\06 y,

Niveau ' 4eme Annde PEST
Module: RDM III
Durde : 2h 08 Juin 2022

: [ 26.6 -15.191 * 106 I:t-15. 19 15. 19) m'

3- D6terminer la matrice modale.

a- Pulsations propres : 
rtm] - roz [k11 = g

ll*':r:' -[,')-" [T' J,]l = ll-?ri;'r' ,":r';l * 106 - "ln; !l . ro'l = o

Les valeurs propres sont les racines de cette matrice :

llzo.o * 106 - a24.4 * lo3 -15.19 * 106 ll : n.
It -1s.19 * 106 L5. L9 * 106 - o24 * 10311 "'

Itzo.o- iou -lo24qo0; x (15. L9,r106 -ro24000) - (15.L9*106)21 = o;

Itl.o* 106coa - L73.236 * 10ea2 + L79.32 * L012 | = 0;

Pour trouver les racines de cette 6quation, on pose i a2 = 7 1 t 1a: (ta,212 =17)2, et on aura une

equation d'ordre 2 :

L7.6 * L0612 - L73.236 * 7oe 1 + L73.32 * 70Lz - o
Donc les racines sont :

mmm
Dont les racines sont :

'[i - ^lmfm ) a) =33.80ry9.

,[k = "t671.lm ) 0) =93. 33I94.

Dont les racines sont :

ar = 33. B0 Y! < 0)z = 93.33 3gg

b- Vecteurs propres (Jnodes propres) :

Les vecteurs propres sont d6duits d partir de : [[k] - aizlml)
o Pour ar = 33. B0 ff. tal: [,|r]

ttkl - atZfml) u') : {0}
* ll-'r?;,'r, -i:r';] * 106 - ",ilni

z-----r + 26.6 * 106 - 5.026 * 106 = 15. 19 x

(0,25r= lt=1.42
Al;ET{remier vecteur propre est :

{A1}: {,1,}= tr'nr} @
Ce mode de vibration peut Otre illustrd graphiquement :

106)(173,32 * 1-012)

= 1.33 * 1011 .

h = Ll42,B9

7z = BTLL.OB

u) = {0}.

L7,82 X
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Niveau ' 4eme Annde PEST
Module: RDM III
Durde : 2h 08 Juin 2022

Pi(t): {A(,)}r{F(t)}

[ 26.6 -15,19] * 106 _ ,.,214.4
= l[-ls. L9 1s. 1e r '2 [ o

+ 26.6 * 106 - 38.32 * 106 = 1

+ lt = -o'"(;;)
Alors, le deuxidme vecteur prffi
{Az\t:{r'r} = {-;rr\ @
Ce mode de vibration peut 6tre iliiidtrd graphiquement :

Donc la matrice modale est tout simplement l'assemblage en colonnes des vecteurs propres.

lAl:lArr) g\zt1:lr'n, 
-i.rrl @

Calcul des valeurs g6n6ralis6es

Masses g6ndralisdes : Mr {Atnflml {AQ}

Mr: { t, t.4ztl+'+;'o' 
n .oror] {r'ur}= L2.46 * 103 ks

. M2: {L,, -0.i7} 
[+' 

+ - ro3 
n _'ror] {_; rr}=6.77 

* 103 ks

b- Coefficients de rigidit6 g6ndralisds : Ki: {A{illrlkl {AQ}
. K,: {L,1.42}l_1?;,ur, ,1:r1'] 

* r.06 {r'nr)= 14.07 * 106 N/m

. K2: {r, -0.77}l_'r?;,t , -r1:r';] * 106 t-,.lrr}= 58. eB = 60 x 106 N/m

-- t
/j} .# 'da

-'N

illllll
r Jll:lj:lll
,, -l:E.".**F.-.

,1'l
lvr)

.,-.')

@
m
@

4-

a-

a

c- Charge gdndralis6e :

. Pr: {L, r.42}{r3r} = 788.1 N

. P2: {1, -0.77) [rgr]= - 427.35 N

ll .ro'1fi] ={3}
5.19 x l}u y,
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